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Thermodynamique : Ch T

Outils mathématiques

pour la thermodynamique

Pr. ZFAIZ

“Thermodynamique : Ch T

l. Introduction

En thermodynamique, nous avons souvent affaire a
des fonctions d’une ou de plusieurs variables pour
décrire le comportement d’un systeme.
. f(x): fonction a une seule variable x

g(x, y): fonction a deux variables x et y

U(x,, X5, X3,...X,,): fonction a n variables x, y, z...
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Il. Rappel sur les dérivées partielles
a) Fonction a une seule variable

»Soit une fonction f(x) a une seule variable:
f: IR—>IR x— f(x)
»Sa dérivée au point x, est notée f’(x,) telle que :

e f(x) — f(xo) H df (xo)

x=xg X — Xp dx

>Sa différentielle df(x,) est:  df(x,) = f'(xp)dx

»D’ou la notation frx)= af (x)
dx
df = f'(x). dx
EXEMPLE 1

Calculer la dérivée et la différentielle de |a fonction suivante:

f(x) =4x° +3x +6
Solution:

La dérivée de f(x) est

df (x)
T*8X+3

La différentielle de f(x) est

df (x) = (8x + 3)dx

Thermodynamique: Ch 1 Pr. Z.FAIZ
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b) Fonction a deux variables

Soit f(x,y) une fonction & 2 variables indépendantes (x et y):
f 1 IR2>IR2 (x,y)— f(x,y)
Quand f(x,y) varie, il y a trois possibilités:

Wl cmeay-ce () -p/otmoren
¥y x—0

> y varie et x = Cte: (%) =A1imof("'3’+‘“£‘ fey)
x yé

- A a a
»>X et y varient en méme temps df = (é) dx + (é) 2
& x

‘Thermodynamique: Ch I Pr. Z.FAIZ

. Dérivées partielles de f(x,y):

b) Fonction a deux variables

Différentielle totale de f(x,y):

df = (%)y dx + (%)x dy

a a
(o) el i)
dx/y ay/,
dérivée partielle par rapport a x dérivée partielle par rapportay
en gardant y constante en gardant x constante
8
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Exemple 2

Calculer la différentielle de la fonction f(x,y) ci-dessous:
f(xy)=5xy + 8x°y + 7x +y

Solution:
Les dérivées partielles de f(x,y) sont:

af(x,

M= 5y+ 16xy +7
dx

af(x, =
f(xyj=5x+8x‘+ 1
dy

La différentielle df de f(x,y) est:
df=(5y+16xy+7)dx + (5x+8x2+1)dy

Thermodynamique : Ch I Pr. Z.FAIZ

c) Fonction a trois variables

Soit la fonction f(x, y, z) de 3 variables x, y et z:

Les dérivées partielles de f(x,y,z):

(af (x,y,z)) ay etz constantes
ox .z
(af (9;:%2)) a X et z constantes
y X,z
(Of(x,y,z)) -
= a x et y constantes

Xy

La différentielle df de f est

af (:;;cy,Z)) PRiH (Of (3;;’%2)) in (31’ (9;,23&2))” .

mz X2

df=(

10
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Exemple 3

Calculer la différentielle de la fonction suivante:

0 A AT v
Solution:

Les dérivées partielles sont

E}f(x,y,z)) d(x?z + 4xy +2%) d(x%z) d(4xy) 8z°
( dx e B ox  ax i dx 3 ax ZXaAS)
af(x,v,z) a(x%z + 4xy +z°) @8(x%z) d(4xy) az°
( ) = = + +—=4x
ay ay ady dy ady

X2

af(x, v,z a(x%z + 4dxy +2° d(x%z) d(4xy) Iz
(f(} )) _aC ) e R
dz g dz [}4 dz o0z

La différentielle df de f est:
df = (2xz +4y)dx + 4xdy + (x? + 3z?)dz

Pr. ZFAIZ

Thermodynamique: Ch I

[ll. Dérivées partielles secondes

- () e )

. Les dérivées partielles secondes sont:

E(af(x.y)) () i(af(x.ﬁ) y 8*f(x,y)
dx dx  9x? dy dx dyox
i(af (x-y)) _¥f@y) 3 (3fGry)\ 9 f(xy)
ox ay dxdy 373;( ay ) = ay?

Thermodynamique : Ch I Pr. Z.FAIZ

Soit df la différentielle d’une fonction f (x,y) a deux variables:
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= Kl (af(x,y))_ Kl (6‘f(x,y))

IV. Différentielle totale exacte (DTE)

Théoréeme de Schwartz: df est une différentielle totale exacte

(DTE), si et seulement si les dérivées partielles secondes |

croisées sont égales:

o est DTE ® n’est pas DTE

dx ay = dx
Soit:
*fxy) _9*f(xy)
dxdy dydx
IV. Différentielle totale exacte (DTE)
Remarque: |

Soit ® une forme différentielle quelconque

o =df ®=06f

Théoréme de Schwarz est vérifié Théoréme de Schwarz n’est pas vérifié

F est une fonction d’état F n’est pas une fonction d’état

Af ne dépend pas du chemin suivi Af dépend du chemin suivi
“Thermodynamique : Ch T Pr. Z.FAIZ =
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IV. Différentielle totale exacte (DTE)

Une fonction d'état est une fonction des variables d'état qui
définissent I'état d'équilibre d'un systéme thermodynamique.
Sa valeur est calculable & partir de variables d'état : par exemple
la température, la pression, le volume, variables importantes en

thermodynamique.
Une telle fonction posséde donc la propriété de ne dépendre que .

de I'état d'équilibre dans lequel se trouve le systeme, quel que soit
le chemin emprunté par le systéeme pour arriver a cet état. En
particulier, au cours d'une transformation entre deux états
d'équilibre, la variation d'une fonction d'état ne dépend pas du
chemin suivi par le systéeme pendant la transformation, mais
uniguement des états d'équilibre initial et final.

Thermodynamique : Ch I Pr. ZFAIZ 15

Exemple 4

La forme différentielles suivantes est elle exacte?
@ = yz2dx+z(xz+1)dy+(2xyz+2z+y)dz

Solution:
Posons P(x;y; z) = yz2, Q(x;y; z) = z(xz+1), R(X,y,z) = 2xyz+2z+
0P(x,y,z) d(yz") | 3Q(x,y,z) 8(xz*+2)
dy — ay g dox i dx e
OR(x,y,z) 0Qxyz+2z+Yy) P(xy,z) d(yz’)
= = 2yz = = = =4
ax Ax dz dz
a0(x,v,z) d(zlxz+1)
BR(x,y,z)Za(nyerZery):sz_l_l Q& y,z) _d( )=2xz+1
ay ay dz dz
w Est une DTE, 7 une fonction f(x,y,z) telle que o = df
Thermodynamique : Ch 1 Pr. Z.FAIZ e
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V Recherche de la fonction d’état(1)

Soit 0U une forme différentielle telle que :
oU = M(x,y)dx + N(x,y)dy

Existe —il une fonction U(x, y) qui fasse en sorte que I'on ait :

oU oY)
M(X,y)=— N (X y)=—
(95 e Noy=T
Et que cette fonction peut s’écrire sous la forme d’une

différentielle totale exacte :

ouU oJ
dU =—adx+—dy
0X oy
Thermodynamique : Ch I Pr. ZFAIZ 17

V Recherche de la fonction d’état(2)

Et alors U(x, y) est la solution cherchée.
Pour cela il faut démonter que :

OM(x,y) 0ON(x,y)

ay d0x
Soit encore

a‘u gagl

dxdy Y dydx
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